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▲❛ r❛♣✐❞❡ ❞é♠♦❝r❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠é ♥♦tr❡ r❛♣♣♦rt à
❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡t ❛✉① s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡♥❞❡♥t à r❡❣r♦✉♣❡r
✉♥❡ ✈❛st❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s s✉r ❧❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞é❝✐✲
s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à t♦✉t❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❈❡s s②stè♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝✐❜❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✜♥ ❞✬❡♥
♣r♦té❣❡r ❧❛ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✱ ❧✬✐♥té❣r✐té ❡t ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞é❢❡♥s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✜❧tr❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭♣♦rts
✉s❜✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s rés❡❛✉✱ ❡t❝✳✮ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣❛r❡✲❢❡✉ ❡t à ❜❧♦q✉❡r ❧❡s ♠❡♥❛❝❡s ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❞é❢❡♥s❡ é❝❤♦✉❡ ❡t q✉✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡
s♦♥t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s✱ ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❡t ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❝♦♥st✐t✉❡
✉♥❡ sé❝✉r✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡❧❧❡✲❝✐ r❡str❡✐♥t ❧✬❛❝❝ès ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✲
✐s❛t❡✉r✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡✱ ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡
❝❧♦✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛❧❡♥t✐r ❡t ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣r♦♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s
❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts✱ ♦✉ ❛♥t✐✈✐r✉s s♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r r❡♠♣❛rt ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ■❧s ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡♥❛❝❡s
♣rés❡♥t❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛✜♥ ❞❡ st♦♣♣❡r ❧✬❛tt❛q✉❡✳
▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥❛❧②sé à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts ❝♦♥♥✉s✳
❊❧❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ❡❧❧❡ ❡st r❛♣✐❞❡ ❡t ❣é♥èr❡ ♣❡✉ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐✲
t✐❢s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧é❣✐t✐♠❡s ❢❛✉ss❡♠❡♥t ❝❧❛ssés ❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧✲
❧❛♥ts✳ ◆é❛♠♠♦✐♥s✱ s❡ ❜❛s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉❝❤❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts
♥✐ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛tt❛q✉❡ ✐♥♥♦✈❛♥t❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❥✉sq✉✬à ❛❥♦✉t
❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛❧✇❛r❡ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝tés
✭❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r
s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♦✉ ❞❡
st♦♣♣❡r ❧✬❛tt❛q✉❡ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r
❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t ❞ès s❛ ♣rés❡♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❡♥✲
tré❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ st❛❣❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
❞ét❡❝t❡✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ rés❡❛✉✱ ♣✉✐s ❞✬❡♥ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❛r❡✲❢❡✉✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉
❞ét❡❝t❡✉r✳
❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts
s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝❤❛r❣❡ ❛❝t✐✈❡ ❡t ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✸ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t s❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡r♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❡t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧és
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✱ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ s❡r♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣és✳
❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡ r❛♣♣♦rt ❛ été r❡♥❞✉ ❛♣rès ❞❡✉① ♠♦✐s ❞✬✉♥ st❛❣❡ ❞❡
❝✐♥q ♠♦✐s✱ ❥✬❡①♣❧✐q✉❡r❛✐ ❝♦♠♠❡♥t ❥❡ ❝♦♠♣t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞é❥à ré❛❧✐sé ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ st❛❣❡✱ ❡t ❧❡s ❛①❡s à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳
✷
✷ ❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦❤❡♥ ❬✶❪ ❡♥ ✶✾✽✻ ❡t ❆❞❧❡♠❛♥ ❬✷❪ ❡♥ ✶✾✽✽ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s
❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈✐r♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥ ✈✐r✉s✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❈♦❤❡♥✱ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r
✉♥ ♠♦t s✉r ❧❡ r✉❜❛♥ ✭③♦♥❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣✱ q✉✐ s❡ ❞✉♣❧✐q✉❡
♦✉ s❡ ♠♦❞✐✜❡ s✉r ❝❡ ♠ê♠❡ r✉❜❛♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❛❝t✐✈é✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❞✉ ✈✐r✉s✳ ❆❞❧❡♠❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡♥tr❡ ♣❛s ❞❛♥s
s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛❧♦rs é❧❛r❣✐❡ à t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥✉✐s✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été r❡♣r✐s ❡t ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✸❪ q✉✐
ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❡t ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬❆❞❧❡♠❛♥✳
▼❛❧❣ré ✉♥ ❢♦♥❞❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✐❞❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts s♦♥t ❛ss❡③ r❛r❡s✳ ❉❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡✱ ❋✐❧✐♦❧
❬✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ♠❛❧✇❛r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ s✐♠♣❧❡ ♦✉ ❛✉t♦✲r❡♣r♦❞✉❝t❡✉r✱ à ❝❛r❛❝tèr❡ ♦✛❡♥s✐❢✱
s✬✐♥st❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ à ❧✬✐♥s✉ ❞✉ ♦✉ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❡♥
✈✉❡ ❞❡ ♣♦rt❡r ❛tt❡✐♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✱ ❧✬✐♥té❣r✐té✱ ♦✉ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡✱ ♦✉ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬✐♥❝r✐♠✐♥❡r à t♦rt s♦♥ ♣♦ss❡ss❡✉r ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐♠❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❞é❧✐t✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ✈✐r❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬✐♥✲
❢❡❝t✐♦♥ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❞ét❛✐❧❧és ✐❝✐✱ ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❙③♦r ❬✺❪✳
✸ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ✐❝✐ q✉✬❛✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r
❝❤❡r❝❤❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡st ❜é♥✐♥ ♦✉ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❛s♣❡❝ts
❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❡st ❛♥❛❧②sé
✭❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✜é ♦✉ ❡①é❝✉té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ✭♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s
é✈♦q✉és✳ ❉✐✛ér❡♥ts r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♦♥t été ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts ❡t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣é♥ér❛❧❡s s✬♦♣♣♦s❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❝♦♥♥✉s ♣❛r ❛✈❛♥❝❡ ❡t ❞♦♥t ✉♥❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❛ été ❡①tr❛✐t❡✳ ❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ✜❝❤✐❡r ❛♥❛❧②sé✱ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ r♦❞é❡
❡t r❡st❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡s✳ ▲❛ s❡❝✲
♦♥❞❡✱ ❡♥❝♦r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ s✬❛tt❛❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡♥✲
tr❡♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥❛❧②sé ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ r✐sq✉❡ ♦✉
♥♦♥✳
✸✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
✐❝✐ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❈♦❤❡♥ ❬✶❪ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈✐r✉s
❝♦♠♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✉t♦✲r❡♣r♦❞✉❝t❡✉r s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t
✸
à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥✲
❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ s❛♥s ❡rr❡✉r ❞❡
❞é❝✐❞❡r s✐ t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛ssé ❡♥ ❡♥tré❡ ❡st ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✳ ❊t ❝❡ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t
❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ♣r✐♦r✐ s✉r ❞❡s ✈✐r✉s ♦✉ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❜é♥✐♥s ❝♦♥♥✉s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡ ♦✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡✱
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❆❞❧❡♠❛♥ ❬✷❪ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
❞❡s ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛❧✇❛r❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛r✐✲
❛♥t❡s✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ Π2 ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s♦✐t ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✱ s♦✐t s❡♠✐✲
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛rrêt
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ q✉✐ ❡st ❞é❥à ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ t❤é♦r✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡
❡st ❞♦♥❝✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ très ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣r❛t✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ♣❛r❢❛✐t❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈♦✐❡s
❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s✳
✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛ss❡rt✐♦♥s s✉r ❧❡s ♦❝t❡ts ❝♦♥st✐t✉✲
❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ à ❛♥❛❧②s❡r✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛♥❛❧②sé ✭❜✐♥❛✐r❡ ♦✉ ❝♦❞❡ ✐♥t❡r♣rêté✮ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t
❛ r❡❝♦✉rs à ❞❡s ❛♥❛❧②st❡s ❤✉♠❛✐♥s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡
♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②st❡ t❡♥t❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s✉✐t❡ ❞✬♦❝t❡ts ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t
❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉✛✲
✐s❛♠♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝❧❛ss❡r à t♦rt ✉♥ ✜❝❤✐❡r s❛✐♥ ❝♦♠♠❡
♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬♦❝t❡ts ❝♦♥sé✲
❝✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❡st r❡♠♣❧✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠❛❧✇❛r❡ ❝♦♥♥✉s à ❞ét❡❝t❡r✳ ❙❝❛♥♥❡r ✉♥ ✜❝❤✐❡r r❡✈✐❡♥t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ✜❝❤✐❡r✱ ❝❧❛ss❛♥t ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t
❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛ été tr♦✉✈é❡✳ ❉❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡ ❬✺❪✱ ❙③♦r ét❛❜❧✐t ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s à ❝❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❞❡✉①
♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛✉①✲♣♦s✐t✐❢s ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s✳
❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❥♦❦❡r✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s❡✉❧❡s ♣❡✉ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❀ ✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❛❣✐r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❞✐ssé♠✐♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♠♦❞✐✜❛♥t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ r❡❣✐str❡ s♣é❝✐✜q✉❡✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛❥♦✉t❡r ♣❧✉s ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥♦❦❡r ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ❚♦✉t ♦❝t❡t r❡♠♣❧✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛❥♦✉té❡ ♣❛r ✉♥ ❥♦❦❡r✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s
❧❛ r❡s♣❡❝t❛♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡①♣♦s❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❛ss❡♠❜❧❡✉r
❞♦♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❥♦❦❡r✳ ▲❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞♦✐t❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❡♥ ❛ss❡♠❜❧❡✉r t❡❧❧❡s q✉✬✐♥t❡r♣rêté❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ❧❡s ♦❝t❡ts ✭❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ❝♦❞❡ ❤❡①❛❞é❝✐♠❛❧✮ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ✜❝❤✐❡r✳ ▲❡s
❝❤❛î♥❡s ✵✽ ✽❞ ✺✼ ❛❡ ❜✵ ✶✹ ❝❞ ✽✵ ❡✽ ❝✸ ❝♦♠♠❡ ✵✽ ✽❞ ✺✼ ✹✸ ❜✵ ❞❜ ❝❞ ✽✵ ❡✽ ❝✸✱
s✐ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r✱ ❝♦♥❞✉✐r♦♥t à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈✐r✉s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❥♦❦❡r ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡✳
❚♦❧ér❛♥❝❡ ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❞❡ ❝❡r✲
t❛✐♥s ✈✐r✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧❡ ✜❝❤✐❡r à ❞✐✛ér❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
✹
❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❊①tr❛✐t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t s❛ s✐❣♥❛t✉r❡
✾✵ ✿ ❜✵ ✸❢ ♠♦✈ ✩✵①✸❢✱✪❛❧
✾✷ ✿ ✹✶ ✐♥❝ ✪❡❝①
✾✸ ✿ ❝❞ ✽✵ ✐♥t ✩✵①✽✵
✾✺ ✿ ✽✾ ❢❜ ♠♦✈ ✪❡❞✐✱✪❡❜①
✾✼ ✿ ✽❞ ✹❢ ✵✽ ❧❡❛ ✵①✽✭✪❡❞✐✮✱✪❡❝①
✾❛ ✿ ✽❞ ✺✼ ✶❛ ❧❡❛ ✵①✶❛✭✪❡❞✐✮✱✪❡❞①
✾❞ ✿ ❜✵ ✵❜ ♠♦✈ ✩✵①❜✱✪❛❧
✾❢ ✿ ❝❞ ✽✵ ✐♥t ✩✵①✽✵
❛✶ ✿ ❡✽ ❝✸ ✛ ✛ ✛ ❝❛❧❧ ✻✾ ❁♣❡❡r✵✰✵①✻✾❃
❛✻ ✿ ✷❢ ❞❛s
❛✼ ✿ ✻✷ ✻✾ ✻❡ ❜♦✉♥❞ ✪❡❜♣✱✵①✻❡✭✪❡❝①✮
❛❛ ✿ ✷❢ ❞❛s
❛❜ ✿ ✼✸ ✻✽ ❥❛❡ ✶✶✺ ❁♣❡❡r✵✰✵①✸✺❃
❙✐❣♥❛t✉r❡ ✿ ✵✽ ✽❞ ✺✼ ✯✯ ❜✵ ✯✯ ❝❞ ✽✵ ❡✽ ❝✸
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞é✜♥✐❡✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ❞é✜♥✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ à ✻ ♦❝t❡ts ✵✼ ✸❞ ❝❞ ✷✵ ❡✽ ❝✸✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❡s
❝❤❛î♥❡s ✵✼ ✺❝ ❢❞ ✷✵ ❡✽ ❝✸ ❝♦♠♠❡ ✶✸ ✸❞ ❝❞ ✷✵ ✻❜ ❝✸ s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡s✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ✐♥❞✉✐t ♣❡✉ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡
♠❛❧✇❛r❡ ❛♥❛❧②sé✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳
✸✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✻❪ ❡♥ ✷✵✵✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡ ❢❛✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❢❛❝❡ à
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ❞✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❧✉s ❞ét❡❝té ♣❛r ✉♥ ❛♥t✐✈✐r✉s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✳
❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜❢✉sq✉é✳
■♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ✐♥✉t✐❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥t❡r❝❛❧❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
✜❝❤✐❡r à ♦❜❢✉sq✉❡r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡s ❛❥♦✉ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❤❛✉t
♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❛❥♦✉té❡s ❝❤❛♥❣❡❛♥t✳
❘é♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ♠♦❞✐✜❡r ❧✬♦r❞r❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞✉ ❝♦❞❡ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r s♦♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❛ss❡♠❜❧❡✉r✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❧❡ ♣❡r♠❡t✳
✺
❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥
❊♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥❡
❞é✈♦✐❧❛♥t ♣❛s ❧❡✉r s❡♥s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✭❡♥ ❤❡①❛❞é❝✐♠❛❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❛✉ ❢♦r♠❛t ❩■P ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱
♦✉ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ♣❛❝❦❡rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♥✬❡st ♣❛s tr❛✐té ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✻❪✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞✐✜❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t
❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛♥s ❡♥ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ❡①é❝✉té❡s
❛✉ ✜♥❛❧✳ ❙♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡r❛ ❞é❞✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ♦❜❢✉sq✉é❡✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥éré✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✽ ✈✐r✉s ❝♦♥♥✉s✱ ❡♥tr❡ ✸✶ ❡t
✺ ✺✾✷ ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ▲❡s ❛♥t✐✈✐r✉s t❡stés s♦♥t ◆♦rt♦♥ ❆♥t✐✈✐r✉s✱ ❙♦♣❤♦s ❆♥t✐✈✐r✉s✱ ❡t
▼❝❆❢❡❡ ❱✐r✉s ❙❝❛♥✳ ▲❡s ✈❡rs✐♦♥s é✈❛❧✉é❡s s♦♥t ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭❏✉✐❧❧❡t
✷✵✵✹✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs s✐❣♥❛t✉r❡s ❞❡ ✈✐r✉s ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ▲❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡
✈✐r✉s ♥♦♥ ❞ét❡❝tés ❛♣rès ♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥t✐✈✐r✉s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬❛✈❡❝
❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s✐♠♣❧❡s ❞✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥ q✉❡ s♦♥t ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡t ❧❛ ré♦r✲
❣❛♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ❡st très é❧❡✈é✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré♦r❣❛♥✲
✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢ s♦♥t
❞❡ ✻✼✪✱ ✽✽✪✱ ❡t ✺✽✪ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♥✐ ❧❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ♥✐ ❧❡✉r ♦r❞r❡ ré❡❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡ s✐♠♣❧❡ t❡❧❧❡
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉é❡ ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✳ ❈❡t ❡✛❡t
❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣ê♥❛♥t q✉❡ ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ✈✐r✉s ❝❤❡r❝❤❛♥t à s❡ r❡♥❞r❡ ❢✉rt✐❢ ❛✉① ②❡✉① ❞✬✉♥
❛♥t✐✈✐r✉s✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉❝❤❡ ❧❛✐ss❡ ❛✉ ✈✐r✉s ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡
♣♦✉r s❡ ré♣❛♥❞r❡✳ ▲❡ ♣❛♣✐❡r ❬✻❪ ❞❛t❛♥t ❞❡ ✷✵✵✹ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❡①♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s
❡♥ ❝❡ s❡♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳
✻
✸✳✹ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✐t❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ét✉❞✐é✳ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t
❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts
❡t ♠❡s✉r❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ é✈❛❧✉é ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥♥✉s✳ ▲❛ s❡❝✲
♦♥❞❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✜❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧é❣✐t✐♠❡s ✭❝❧✐❡♥t ♠❛✐❧✱ ♥❛✈✐❣❛t❡✉r ✐♥t❡r♥❡t✱ ❡t❝✳✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦✉t✐❧s
st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬é❝❛rt ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t❡sté✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r
❞❡s ♣r♦✜❧s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧é❣✐t✐♠❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ ♣❛r ❧❛
❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s s✉r ✉♥ s②stè♠❡✳ ■❧s s♦♥t ❞❡
❢❛✐t très s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧s
s♦♥t ❞é♣❧♦②és✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆é❛♠♠♦✐♥s✱ ét❛♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡ ❝♦♥♥✉s✱
❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❞❡ ❢❛✉①
♥é❣❛t✐❢s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✼❪ s❡ s♦♥t ❡♠♣❧♦②és à ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡①♣❧♦ré❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐✳ ❚r♦✐s
tâ❝❤❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❝✉♣ér❡r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ ♠❛❧✇❛r❡ ❡t à ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦✉ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧s ré❛❧✐s❡♥t✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡s✳ ▲❡
❞❡r♥✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✐ t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❛♥❛❧②sé ❡st ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✳
✸✳✹✳✶ ❈♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡
▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❧✇❛r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ré❝✉♣érés s✉r ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡❧s ❞❡ ❝❧✐❡♥ts ✭✉♥ ❛♥t✐✈✐r✉s ♣❡✉t ❛✈♦✐r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r s✉s♣❡❝t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡✮✱ ♦✉ ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ♣♦ts ❞❡
♠✐❡❧✳ ❯♥ ♣♦t ❞❡ ♠✐❡❧ ♦✉ ❤♦♥❡②♣♦t ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✈✉❧♥ér❛❜❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✉❜✐r ❞❡s ❛tt❛q✉❡s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛♥❛❧②sé❡s ❛✜♥
❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❛tt❛q✉❛♥t ✭✐❝✐ ❧❡s ♠❛❧✇❛r❡✮✳
✸✳✹✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠❛❧✇❛r❡
P♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ét✉❞✐é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥✬❡✛❡❝t✉❡r
q✉✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ s♦✉✈❡♥t à ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❡①é❝✉té✱ s♦✐t s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡
❡♥ ❡♥r❡❣✐str❛♥t ❧❡s ❛♣♣❡❧s s②stè♠❡✱ s♦✐t s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ s✐♠✉❧❛♥t ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✳ ❈❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❡st ❝❡❧✉✐ r❡♥❝♦♥tré ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝❛r ✐❧
♣❡r♠❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♠❛❧✇❛r❡ s❛♥s r✐sq✉❡r ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠❡ttr❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ré❛❧✐st❡ ❝❛r ❝❡rt❛✐♥s ♠❛❧✇❛r❡ ♣❛r✈✐❡♥✲
♥❡♥t à ❞ét❡❝t❡r q✉✬✐❧s s♦♥t ❡①é❝✉tés s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t
❛❧♦rs ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ r❡♥❞❛♥t ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❬✽❪ ✳
▲❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t r❡♥❞✉❡s ♠♦✐♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡♥ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ♣❛r ❝❛té❣♦r✐❡s✳
❈❡rt❛✐♥❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛❝❝ès à
❞❡s s❡❝t❡✉rs s②stè♠❡ ✭♣❛rt✐t✐♦♥ ♦✉ ❞é♠❛rr❛❣❡✮✱ ♦✉ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs ✉♥❡ ③♦♥❡
♠é♠♦✐r❡ rés❡r✈é❡ ❛✉ ♥♦②❛✉✳
✼
✸✳✹✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡
▲❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧♦❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♥❛❝❡✳ ❉❡✉① ❞❡ ❝❡s ❛❧♦❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r s❡✉✐❧✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡
ré❝♦❧tés ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st
❛✛❡❝té à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❞✳ ❙✐ ❝❡ s❝♦r❡ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡r❛
❞ét❡❝té ❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❧é❣✐t✐♠❡s ♣❡✉t
êtr❡ ❜é♥é✜q✉❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ t❛✉① tr♦♣ é❧❡✈é ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ❝❛r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛❝✲
t✐♦♥s s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❧✇❛r❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧é❣✐t✐♠❡s
❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s r❡♥tr❡r ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❛✉t♦♠❛t❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s à ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ❉❡s ♣r♦✜❧s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts ✈♦♥t êtr❡ ét❛❜❧✐s ❡t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦✲
❝✐é✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦✜❧s✱ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❯♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t s✐✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✬✉♥
❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❢❛✐t ❛rr✐✈❡r ❞❛♥s ✉♥
ét❛t ✜♥❛❧ ❞❡ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ t❡♥❞ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠❛❧✇❛r❡ ❝♦♠♠❡
❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t❡s ♦✉ ♥♦♥✱ q✉✐✱ ❡✛❡❝t✉é❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t✳
✸✳✹✳✹ ❘és✉❧t❛ts
❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡✳ P♦✉r
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧♦❣✐❡❧s ❡s♣✐♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✾❪✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s s✬✐♥té❣r❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♥❛✈✐❣❛t❡✉r ✐♥✲
t❡r♥❡t ✭■♥t❡r♥❡t ❊①♣❧♦r❡r s♦✉s ❲✐♥❞♦✇s✮ ❡t ♦✛r❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ✭❜❛rr❡s ❞✬♦✉t✐❧s ✐♥té❣ré❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s t✐❡rs s♦♥t
❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡st✐♥és à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✲
✐s❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡✉r ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝✐té ❝✐❜❧é❡✳ ■❧s ♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❡s♣✐♦♥ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ✈✐s✐tés ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥t❡♥✉ ✈✐❛ ■♥t❡r♥❡t ❊①♣❧♦r❡r✱
s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❆P■ ❲✐♥❞♦✇s ❞❡st✐♥é❡s à ❡♥r❡❣✐str❡r ✭❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r✮
♦✉ ❡♥✈♦②❡r ✭à ✉♥ s❡r✈❡✉r ❞✐st❛♥t✮ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ✐❧s ♦♥t ❝♦♠❜✐♥é ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❡t s✉r ✺✶ ✜❝❤✐❡rs ét✉❞✐és ✭❞♦♥t ✸✸ s♦♥t ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts✮✱ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ✉♥ t❛✉①
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✭✶✵✵✪ ❞❡s ✸✸ ♠❛❧✇❛r❡ s♦♥t ❞ét❡❝tés✮ ❡t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉①
♣♦s✐t✐❢s ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❜é♥✐♥s s♦♥t ❝❧❛ssés ❝♦♠♠❡ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts✮✳
■❧ ❛♣♣❛r❛ît ✐❝✐ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❡st ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞é❥à ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣r♦❜❛♥ts ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡✲
♣♦s❡ s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡
❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡①é❝✉té❡s ♣❛r ❧❡ ♠❛❧✇❛r❡✳
✽
✹ ❆♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❋●
à s❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
▲✬❛♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ✈✐r✉s s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ ♦✉ ❈❋●✮ ❞❡ ✈✐r✉s ❝♦♥♥✉s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✢♦ts✱ ❧❡s ❛s♣❡❝ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❞✐s❝✉t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ♦❜t❡♥✉s
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛❧♦rs ❡♥ q✉♦✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥tr❡
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡✳
✹✳✶ ❈❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
▲✬❛♥❛❧②s❡ s❡ ré❞✉✐r❛ ✐❝✐ ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥♦♥ str✉❝t✉rés t❡❧s ❧❡s ❡①é❝✉t❛❜❧❡s
❡♥ ❝♦❞❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ①✽✻✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭✐♥str✉❝t✐♦♥ ❥♠♣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t
❧❡s ❛❞r❡ss❡s ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛r❝s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s q✉❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉t s✉✐✈r❡✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ✭❛♣rès ❞és❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮✱
♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ❈❋● q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ❝✐❜❧❡ ❞❡
s❛✉t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rs ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛❝❦❡r q✉✐ ✈❛ ❞é❝❤✐✛r❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ P✐♥
❚♦♦❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵❪✮ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡st ❡①é❝✉té ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ▲❛
tr❛❝❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❈❋●✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♠❛✐s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉✬✉♥❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✜①é✱ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✈✐r❛❧❡
♥❡ s✬❛❝t✐✈❡ q✉✬à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❛t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❈❋● ♥❡ s❡r❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞✬❛✉❝✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❛s à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥str✉❝✲
t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ✭❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❋● ❡t à s❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳
✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❋●
▲✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✶❪ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬❛ss❡♠❜❧❡✉r ①✽✻✳ ■❧
❞✐✛ér❡♥t✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡ ✢♦t ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❡t s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✹ ✭❞❛♥s ✉♥ ❥❡✉
❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ①✽✻ ré❡❧✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❛✉ s❛✉t ❥❝❝ ♠❛✐s ❡❧❧❡s
♦♥t t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❈❋●✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r❡✲
♠❡♥t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦ts✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❡✉r
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s à êtr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳
✾
❆❞r❡ss❡s N
❖✛s❡t Z
❘❡❣✐str❡s R
❊①♣r❡ss✐♦♥s Z|N|R|[N]|[R]
■♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ✢♦t If ::= jmp E | call | ret| jcc Z
■♥str✉❝t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s Id ::= mov E E | comp E E | ...
Pr♦❣r❛♠♠❡s P ::= Id | If | P;P
❈❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉rs✳
✕ ▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥✐q✉❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛❞r❡ss❡
❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✕ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❥♠♣ ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ✿ ❧✬❛❞r❡ss❡
❞❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s❛✉t✳
✕ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❥❝❝ ❛ ❞❡✉① s✉❝❝❡ss❡✉rs ✿ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✉ s❛✉t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
✕ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛❧❧ ❛ ❞❡✉① s✉❝❝❡ss❡✉rs ✿ ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❛♣♣❡❧❡r ❡t
❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ r❡t♦✉r ✭❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✮✳
✕ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥❞ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✉❝❝❡s❡✉r✳ ❈✬❡st ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭♦✉ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥✮ s✬❛rrêt❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✭❛✮ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s ❝✐♥q ❝❛s ❡t ❧❡✉rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❈❋● s❡❧♦♥
❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ in à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♥✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♣❛r❛♠êtr❡ e ❞✬✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥ s❛✉t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
st❛t✐q✉❡ à k = |e| ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭❡t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t❡✮ ❝✐❜❧❡ ❞✉ s❛✉t✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥✬❡st ♣❛s
❢❛✐t❡ ♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❜❛♥t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs |e| =⊥ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞✉ s❛✉t
❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
✹✳✷✳✶ ◆♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥
❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❣r❛♣❤❡ ré❛❧✐sé✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❡♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❛✜♥ q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡♥❞❡♥t ❧❡ ❈❋● ♠♦✐♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛✲
❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥
❝♦♥tr❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s♦♥t
❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
✕ ❈♦♥❝❛té♥❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝✳
✕ ❘é❛❧✐❣♥❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s s❛✉ts ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳
✕ ❋✉s✐♦♥♥❡r ❞❡s s❛✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✭❜✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡ ❈❋●✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ s❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❛✉ ❝❡♥tr❡✮✱ ❡t ❧❡ ❈❋● ré❞✉✐t ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
▲❡s s❡✉❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t s♦♥t ❛✉① ❧✐❣♥❡s
✶✱ ✻✱ ✼ ❡t ✾✳ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❥♥❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ s❛✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❥❝❝✳ ▲❛ s❡✉❧❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ✸✱ ✹ ❡t ✺✳
✶✵
in : instruction
séquentielle
in : jmp e
|e| = k
in : call e
|e| = k
in : jcc x
|e| = k
in : end
inst
n+1
jmp
k
call
n+1 k
jcc
n+1 k
end
✭❛✮ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❋●
Concaténation
des instructions
séquentielles
Réalignement
des sauts
inconditionnels
Fusion des
sauts
conditionnels
jcc
inst
A
inst
jmp
A
A
jcc
jcc
AB
jcc
A B
inst
A
✭❜✮ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✶✶
❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❈❋● ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ❧❡ ❈❋● ré❞✉✐t
0 : cmp eax 0
1 : jne +7
2 : mov ecx eax
3 : dec ecx
4 : mul eax ecx
5 : cmp ecx 1
6 : jne -3
7 : jmp +2
8 : inc ecx
9 : ret
0
1
2
3
6
7
9
8
5
4
0
1
2
6
7
9
8
3, 4, 5
✶✷
❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❛✈❡❝ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧❡ ✭❧✐❣♥❡ ✶✶✮
✶ ❛ss✐❣♥ ① ✿❂ ① ♠♦❞ ✸
✷ ❛ss✐❣♥ ① ✿❂ ✶✵✭①✰✶✮
✸ ❝❣♦t♦✭①✮
✶✵ st♦♣
✶✶ ❣♦t♦ ✷
✷✵ st♦♣
✸✵ st♦♣
✹✳✷✳✷ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡
▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s
s✐♠♣❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ très s♦✉✈❡♥t✱ ❡t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦❜❢✉s❝❛t✐♦♥
s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡
✢♦t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❬✶✶❪ ❡t ❬✶✷❪
♣ré❝♦♥✐s❡♥t ❧❡ r❡❝♦✉rs à ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❞✬✐❞❡♥✲
t✐✜❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s s✉✐t❡s
❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥✲
trô❧❡ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✉t✐❧❡s✱ ❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✈❛❧❡✉rs
♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛♥t q✉✬❛✉① ❜♦r♥❡s ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✶ ❝♦♠♠❡
❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ❈❋● ❡♥ ♣r❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ ❝❛r ❛♣rès ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✱ x ∈ [0, 2] ❡t ❛♣rès
❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷✱ x ∈ [10, 30]✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ①✱ ❝❡tt❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✸❪ ❡st ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥t
s✉❝❝❡ss✐❢✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ① ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✶ ❡st ✉t✐❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ① s❡r♦♥t ❞♦♥❝ r❡❝❤❡r❝❤é❡s✱ ❡♥
r❡♠♦♥t❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✶ ✈✐❛ ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
q✉✐ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é q✉❡ x ∈ {10, 20, 30} ❡t ❞♦♥❝
q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♥✉t✐❧❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧✐✜é✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐✲
s✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
st❛t✐q✉❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥❛❧②sé à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♠❛❧✇❛r❡ ❝♦♥♥✉s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❈❋● ❛
été ❡①tr❛✐t✳
❖♥ ❡st à ♣rés❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❈❋● ré❞✉✐t ❞♦♥t ♦♥ ✈❛ s❡ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt r❡♠♣❧✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♠❛❧✇❛r❡
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡r ✐♥❢❡❝té ❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t à ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳
▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛❧✇❛r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❈❋● ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✉ ❈❋● ré❞✉✐t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❛♥❛❧②s❡r✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡✱
❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t
✶✸
❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✱ ♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥✜♥ ❥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r❛✐ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❡t ❧❡s ♣✐st❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ st❛❣❡✳
✺ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
✺✳✶ ●r❛♣❤❡s ❡t s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts
❣é♥ér❛✉① ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❧✐✈r❡ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✹❪✳ ▲❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭❞é✜♥✐t✐♦♥
✷✮ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡st ●❂✭❱✱ ❊✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❱ ❡t ❊✳ ❱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ●✱ ❊ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛r❝s ❞❡ ●✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭t✱ ❤✮ ♦ù t ❡t ❤ s♦♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ●✳
❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ● s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✱ ✐❧
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❛ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣r✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛✐s q✉❡ s❡s ❛r❝s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡✉① ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❡
q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ❝❤♦✐s✐s✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ à ❛♥❛❧②s❡r✱ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
✉♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♠❛❧✇❛r❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❍ ♣❡✉t✲êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
❞❡ ● ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t s❛ str✉❝t✉r❡✳ ■❝✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❍ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s s♦♠♠❡ts {d, e, a} ❝♦♠♠❡ à ❝❡❧✉✐ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts {b, d, a}✳
d e
a
b
c
✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ●
a b
c
✭❜✮ ●r❛♣❤❡ ❍✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ●
❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t ● ❡t ❍ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés✳ ■❧s s♦♥t ❞✐ts ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ f : VG− > VH ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ● ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❍ ❡t s✐ ❢
♣rés❡r✈❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐
∀u, v ∈ VG, (u, v) ∈ EG ⇔ (f(u), f(v)) ∈ EH ✳
✶✹
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té H = (VH , EH) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
G = (VG, EG) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ VH ⊂ VG✱ ❡t EH = {(t, h) ∈ EG/t, h ∈ VH}
✺✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡
❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❡t ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥ér❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡
❧❡s é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ▼ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ ● s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛r❝s q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t s❡s s♦♠♠❡ts s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts V = {v1, v2, ..., vn} ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱
♣✉✐s s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ ❞✉ s♦♠♠❡t vi ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t vj ❛❧♦rsMi,j = 1, s✐♥♦♥Mi, j = 0✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t ●❂✭❱✱ ❊✮ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ à n ∈ N s♦♠♠❡ts✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛✲
❝❡♥❝❡ ▼ ❛ss♦❝✐é❡ à ● ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n∗n ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿Mi,j =
{
1 si (i, j) ∈ E
0 s✐♥♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡ ❍ ❡t ● ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻ ♦♥t ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳
Mi,j =
a b c d e
a 0 0 0 0 0
b 1 0 0 1 0
c 0 0 0 0 0
d 1 0 0 0 1
e 1 0 1 0 0
✭❛✮ MG
Mi,j =
a b c
a 0 1 1
b 0 0 1
c 0 0 0
✭❜✮ MH
❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ▼❛tr✐❝❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ● ❡t ❍
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r✳ ❉❡✉① ❣r❛♣❤❡s ● ❡t
❍ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉
❣r❛♣❤❡ ● t❡❧❧❡ q✉❡ Mσ(G) = MH ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P t❡❧❧❡ q✉❡ MH = P.MG.P t ✭❝❛r P−1 = P t ♣♦✉r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮✳
P♦✉r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {s1, s2, ..., sm}
❞❡ ♠ s♦♠♠❡ts ❛✈❡❝ m = Card(VG) ❞❡ ● t❡❧ q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐t s♦✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❍✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❞❡ S(n) ❛✈❡❝
n = Card(VG) t❡❧❧❡ q✉❡ ∀i ≤ m, σ(si) ≤ m✳ ▲❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ♣❛s à ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❙♦✐t P ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à σ✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡Mσ(G) = P.MG.P t
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à MH ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ s♦✐t ❧❡s
♠ ♣r❡♠✐❡rs s♦♠♠❡ts✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ In,m ❞é✜♥✐❡ ♣❛r In,mi,j =
{
1 si i = j
0 s✐♥♦♥
✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡t s✐ ♦♥ ♣♦s❡ W = (In,m)t.P ❛✈❡❝ W ∈ Mn,m✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
MH = W.MG.W
t = Itn,m.P.MG.P
t.In,m✳
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦s ❣r❛♣❤❡s ● ❡t ❍✱ ❍ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ●
❝♦♠♣♦sé ❞❡s s♦♠♠❡ts {d, e, a} ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭❛✱ ❝✮✱ ✭❞✱ ❛✮ ❡t
✭❡✱ ❜✮ ❡♥tr❡ ● ❡t ❍✱ s♦✐t ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ σ(1) = 3, σ(4) = 1 et σ(5) = 2✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✭❛✮✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡
✶✺
✐♥❞✉✐t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Mσ(G) ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✭❜✮✳ ■❧ ♣❛r❛ît ❛❧♦rs é✈✐❞❡♥t
q✉✬❡♥ ♥❡ ♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ✸✯✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t MH ✱ ♦♣ér❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ In,m ✭✜❣✉r❡ ✽✭❝✮✮✳


0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0


✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥ P


0 1 1 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 0 0


✭❜✮ Mσ(G)


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0


✭❝✮ In,m
❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ▼❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ● ❡t ❍
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❍ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ● s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ W ∈Mn,m ✈ér✐✜❛♥t MH = W.MG.W t✳
■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❢♦r❝❡ ❜r✉t❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡ss❛②❡r t♦✉t❡s
❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥ ✯ ♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ O(n!) ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠✲
❜r❡ ❢❛❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♥ ✯ ♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ s❡r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ✐❧
❢❛✉❞r❛✐t r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r❛♣❤❡ ✜①❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❉✬❛✉t❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
♠❛❧✇❛r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✱ ♣✉✐s à ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t à ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
✺✳✸ ❈❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
◆P q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬✶✺❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ✭❝❧❛ss❡ P✮✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✳
✺✳✹ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❯❧❧♠❛♥
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬❯❧❧♠❛♥ ❬✶✻❪✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡t♦✉r s✉r tr❛❝❡s
✭♦✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✮ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s
❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣❛r ❯❧❧✲
♠❛♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣r✐♦r✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts s❛♥s ❛✈♦✐r à ❧❡s t❡st❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳
✺✳✹✳✶ ❇❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ s✐♠♣❧❡
❙♦✐t G = (VG, EG) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t H = (VH , EH) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞❡ ● ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ m =
Card(VG) ❡t n = Card(VH)✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❍✱ à
✶✻
❧✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ●✱ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝réé❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛✉tr❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❍ à
❛ss♦❝✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ● ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ r❡t✐r❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡✱
❡t ♦♥ r❡♣❛rt ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ s♦♠♠❡t✳ ❊t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❍ ❡t ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ●✱ ♦♥ ❧❛ ♠❡t ❞❡ ❝♦té ✭❝✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ❡t ♦♥ r❡✈✐❡♥t
❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ t❡st❡r s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ In,m ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ r❡❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥MH = Itn,m.P.MG.P
t.In,m
❡st ✈ér✐✜é❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ à ❢❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡✳ ❙✐ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♦✉ ♣❧✉s ❞❡ ✷ s♦♠✲
♠❡ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥
s♦♠♠❡t ❞❡ ♠♦✐♥s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱
❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❍ ❞♦♥♥❛♥t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ❛tt❡✐♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ●✳
❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛ été ❢❛✐t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt s❛✈♦✐r q✉❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♥❡ ❞♦♥♥❡r♦♥t ♣❛s ❧✐❡✉ à ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❍
❡t ● ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❝ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❍ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❛ss♦❝✐é ❛✉ s♦♠♠❡t ❝ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ●✳ ❊♥ ❡✛❡t cH ❛ str✐❝❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✬❛r❝s ❡♥tr❛♥t
q✉❡ cG✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ cH ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M0 ∈ Mm,n t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r i ≤ n, j ≤ n✱
♦♥ ♥✬❡ss❛✐❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐ ❡t ❥ q✉❡ s✐ M0i,j = 1✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
M0i,j =


1 s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ❡♥tr❛♥t ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ✐ ❞❛♥s ● q✉❡ ♣♦✉r ❥ ❞❛♥s ❍✱
❡t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s s♦rt❛♥t ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ✐ ❞❛♥s ● q✉❡ ♣♦✉r ❥ ❞❛♥s ❍
0 s✐♥♦♥✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ♣r✐s❡s ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ❡♥tr❛♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s♦rt❛♥t✮ ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t✱ à ❝♦❧♦♥♥❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❣♥❡✮ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦♠✲
♠❡t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦❧♦♥♥❡s✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✳ ❖♥ ♥♦t❡ ✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣❧✉s ✶✳ ➚ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♦♥
❛ ❞♦♥❝ ✐❂✶✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❋ ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (i, j) ❛✈❡❝ i ∈ G✱ ❡t j ∈ H✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥✲
s✐st❡ ❞♦♥❝ à ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✭MG, MH , In,m, et M0✮✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡✱ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❇❛❝❦tr❛❝❦ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés M0✱ ❞❡ ✐❂✶✱
❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❋ ✈✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬✉♥❡
♣❛rt q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ s♦✐t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❍✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ ❍✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ MH = Itn,m.P.MG.P
t.In,m s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳
✶✼
❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ s✐♠♣❧❡
1. ■♥✐t✐❛❧✐s❡r MG, MH , In,m, et M0
2. ❇❛❝❦tr❛❝❦(M0, 1, ∅)
3. ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❇❛❝❦tr❛❝❦✭▼✱ ✐✱ ❋✮ ✿
a) ❙✐ ✐ ❃ ♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ MH = Itn,m.P.MG.P
t.In,m ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs ❛✣❝❤❡r✭❋✮ ❡t r❡t✉r♥.
b) ∀j ∈ H t❡❧ q✉❡ Mi,j = 1,
i. F ∪ {(i, j)}
ii. M ′ = M et ∀k > i, M ′k,j = 0
iii. Si SH = P.SG.P
t, Backtrack(M ′, i+ 1, F )
iv. F = F − {(i, j)}
❙✐ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛rrêt❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♦♥ r❡♥✈♦✐❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
✐ ❞❛♥s ● ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❥ ❞❡ ❍ ✭♣♦ss✐❜✐❧✐té ✐♥s❝r✐t❡ ❞❛♥s M0✮✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ (i, j)
à ❋✱ ♦♥ ♠❡t à ❥♦✉r ▼ ✭❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ♣❧✉s ❧✬êtr❡ ❡♥s✉✐t❡✮✱
❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼✱ ❧✬❡♥t✐❡r ✐✰✶✱ ❡t ❋ ♠✐s à ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧✬é❧é♠❡♥t ❛❥♦✉té ❞♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
SG ❡t SH ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❛❥♦✉ts s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❊♥s✉✐t❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡t✐r❡r (i, j) ❡t ❞❡
t❡st❡r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❋ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❋ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ ✿ ∀(i, j) ∈ F, σ(i) = j✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
■❧ s✉✣t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ(k) ❡♥ ♣r❡♥❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡
❛ttr✐❜✉é✳ ▲❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s SG ❡t SH ❞❡ ● ❡t ❍ ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦♠♠❡ts ✐ t❡❧s q✉❡ ∃j, (i, j) ∈ F ❡t ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❥ t❡❧s q✉❡ ∃i, (i, j) ∈ F ✳
✺✳✹✳✷ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣r✐♦r✐
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ❯❧❧♠❛♥ ♣r♦✲
♣♦s❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣r✐♦r✐✱ ♦✉ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❡❝❦✲
✐♥❣✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st✱ à ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❡st
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❧❡s ✈ér✐✜❛♥t à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛✐t❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ à ❧❛ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❇❛❝❦tr❛❝❦ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ t✐❡♥t
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❧✉tôt q✉✬❡♥ t❡r♠❡s ♠❛✲
tr✐❝✐❡❧s✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ SG ❞❡ ● ❝❤♦✐s✐ s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
SH ❞❡ ❍ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛ss♦❝✐é✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❝s✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❞❛♥s SG ❛❧♦rs
❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s SH ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ♦r✐❡♥té ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ▼
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❣❛r❞❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ s✐♥♦♥
❡❧❧❡ ❧✬✐♥t❡r❞✐r❛✳ ❊♥✜♥ s✐ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦♠♠❡t à
✶✽
❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❛✈❡❝ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣
1. ■♥✐t✐❛❧✐s❡r MG, MH , et M0
2. ❇❛❝❦tr❛❝❦(M0, 1, ∅)
3. ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❇❛❝❦tr❛❝❦✭▼✱ ✐✱ ❋✮ ✿
a) ❙✐ ✐ ❃ ♥ ❛❧♦rs ❋ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✿ ❛✣❝❤❡r✭❋✮ ❡t r❡t✉r♥.
b) ∀j ∈ H t❡❧ q✉❡ Mi,j = 1,
i. F ∪ {(i, j)}
ii. M ′ = M et ∀k > i, M ′k,j = 0
iii. ❙✐ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣✭▼✬✱ ✐✱ ❋✮❂tr✉❡✱ ❛❧♦rs ❇❛❝❦tr❛❝❦✭▼✬✱ ✐✰✶✱ ❋✮
iv. F = F − {(i, j)}
t❡st❡r ❛✉ ✈✉❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s à ▼✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣ r❡♥✲
✈♦✐❡ ❢❛❧s❡✳ ❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ tr✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥♥é
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❬✶✼❪ ❛rr✐✈❡ q✉❛♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s
s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✭M0 ♥✬❡st ❝♦♠♣♦sé❡ q✉❡ ❞❡ ✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❇❛❝❦tr❛❝❦✱ ✐❧ ② ❛✉r❛ O(n) ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢ à ❇❛❝❦tr❛❝❦✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ②
❛ ♠ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛♣♣❡❧s ❞❡ ❇❛❝❦tr❛❝❦ ✭♠ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ●✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s
ré❝✉rs✐❢s ❡st ❡♥ O(nm)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣✱
O(m2) ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r
❝♦♠♣❛r❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ▲ ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞é♣❡♥❞
❧✐♥ér❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ▲✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ O(L.nm.n2) ♦ù ♥ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ♠ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ à t❡st❡r✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♣✐r❡ ❝❛s ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ré❛❧✐té ❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥❞r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ st❛❣❡✱ ✐❧ s❡r❛
❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❡r ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞♦♥t ♥♦✉s
♥♦✉s ♦❝❝✉♣♦♥s✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳ ❏❡ ✈❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❯❧❧♠❛♥
❛❧❧❛♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣r✐♦r✐✱ ♣✉✐s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❞❛♣té à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❜❛s❡s ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❞é❥à ❝♦♥♥✉s✳
✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐t ❱❋ ❬✶✽❪ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❯❧❧♠❛♥✳ ■❧s
♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡
❢♦r✇❛r❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✬❛❥♦✉t❡♥t à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭q✉✐ ét❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s✮ ❡t s❡r✈❡♥t
à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s T in ❡t T out r❡❧❛t✐❢s à ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
SG ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ●✳ T in ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G − SG ❞♦♥t ✉♥ ❛r❝ ♦r✐❡♥té
✈❡rs SG ❧❡s r❡❧✐❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ SG✱ t❛♥t ❞✐s q✉❡ T out ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡✉① ❞♦♥t ✉♥
✶✾
❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣✭▼✱ ✐✱ ❋✮
1. ∀k = (i+ 1)..m et l = 1..n
Si Mk,l = 1 alors :
❱ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿ ∀(v, w) ∈ F,
a) ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ eG = (k, v) (respectivement (v, k)) ∈ EG,
❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ eH = (l, w) (respectivement (w, l)) ∈ EH
b) ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ eH = (l, w) (respectivement (w, l)) ∈ EH ,
❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ eG = (k, v) (respectivement (v, k)) ∈ EG
❙✐ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs Mk,l = 0.
2. ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❦ ≤ ♠ t❡❧ q✉❡ ∀l = 1..n,Mk,l = 0 ❛❧♦rs r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ s✐♥♦♥ r❡t✉r♥ tr✉❡✳
❛r❝ ♦r✐❡♥té ❞❡♣✉✐s SG ❧❡s r❡❧✐❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ SG✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
T in ❡t T out ❞✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ ● ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s s♦♠♠❡ts {d, e, a} s♦♥t ❞♦♥♥és
✜❣✉r❡ ✶✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ T = T in ∪ T out✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ T in ❡t T out ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❡s rè❣❧❡s ♣♦rt❛♥t s✉r T in ❡t T out ❝❤❡r❝❤❡♥t à é❧✐♠✐♥❡r
❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝❛r T in ❡t T out ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s
s♦♠♠❡ts ❞✉ t♦✉t s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡s ré❣❧❡s st✐♣✉❧❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡
♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❞❛♥s T in ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t T out✮ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✐ ❞❡ SG ❛ss♦❝✐é à ✉♥
s♦♠♠❡t ❥ ❞❡ SH ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✐ ❡t ❥✳ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉① s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❛♥s SG✱ ♥✐ ❞❛♥s ❚✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s
s♦♠♠❡ts q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t été ét✉❞✐és ❞❡✉① t♦✉rs ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ❋♦r✇❛r❞❴❈❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❯❧❧♠❛♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡♥tr❛♥t ❡t s♦rt❛♥t ♣♦✉r SG
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋ ♥✬❡st ♣❛s ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ ❞✬❯❧❧♠❛♥✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡♥t ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❬✶✾❪✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❞❡ ❣r❛♥❞s ❣r❛♣❤❡s ♣❡✉ ❝♦♥♥❡❝tés ✭❝♦♠♠❡ ❝❡✉① r❡❧❛t✐❢s
✷✵
à ✉♥ ❈❋●✮✱ ❡t s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡stés✱ ❞♦♥t ❝❡❧✉✐ ❞✬❯❧❧♠❛♥✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ st❛❣❡ ✐❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❡s t❡st❡r s✉r
❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❈❋● ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡ ré❝♦❧tés✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡s t❡sts ❡✛❡❝t✉és✱
♥♦✉s s❡r♦♥s ♣❧✉s à ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❱❋
✷✶
✺✳✻ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ t♦✉s ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡t à ❧❡s r❛♥❣❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❬✷✵❪✳ ❈❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡t ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡✱
q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ s❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t t♦✉s ♥✉❧s ✭✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛r❝ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ✈❡rs ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✮✳ P♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡s t❡r♠❡s t♦✉s ♥✉❧s ✲✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❍✱ s❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡ ❡st à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✹✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐t ❍ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té à ♥ s♦♠♠❡ts ❡t ▼ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛✲
❝❡♥❝❡✳ ▲❡ ie ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❍ ❡st✱ ❛✈❡❝
0 ≤ i ≤ n− 1✱ hi = (Mi+1,1,Mi+1,2, ...,Mi+1,i,−,Mi,i+1,Mi−1,i+1, ...,M1,i+1)✳
a b
c
✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ❍

 − 1 10 − 1
0 0 −


✭❜✮ ▼❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛✲
❝❡♥❝❡ ❞❡ ❍
✭❝✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲
❝♦❧♦♥♥❡
❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✕ ●r❛♣❤❡ ❍ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ t♦✉s s❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥ ✯ ♥ ♣✉✐s ❡♥
❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ P t.M.P ✳ ❖♥ ♣❧❛❝❡ ❡♥s✉✐t❡ t♦✉s ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡
❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✜❧s ❡st ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t h1✱ ♣✉✐s h2 ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① hn ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣❧❛❝é✱ ♦♥
❛❥♦✉t❡ ✉♥ ♥♦♠ à ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛tt❡✐♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛tt❡✐♥t ✭✐❝✐ ❍✮✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✐sé ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s à ❧❛ ❜❛s❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
à ❛♥❛❧②s❡r ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞✐r❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❡t ♦♥ s❡r❛ ❝❛♣❛❜❧❡ ❣râ❝❡
❛✉ ❧❛❜❡❧ ♣❧❛❝é s✉r ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❛✈❡❝ q✉❡❧✭s✮ ❣r❛♣❤❡✭s✮ ✐❧ ② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❍ à ✸ s♦♠♠❡ts✱ ✐❧ ② ❛ ✸ ✦❂✻ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s Pi ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✺✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Mσ(H) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ♥♦té❡s Hi s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ✜❣✉r❡ ✶✻✳
▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❍ ✭❡t s❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✮ ❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡
✶✼✳ ■❝✐ ❧❡s s❡✉❧s ❣r❛♣❤❡s r❡❝♦♥♥✉s s♦♥t ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❍✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ H3 ❡t ❍✱ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❣♥❡✲❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ H3✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❛✐sé♠❡♥t à ✈♦✐r q✉❡ H3 ♣❡r♠❡t
❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❡♥ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❡st H3 ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
❍✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❡♥
✉♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ été ❞ét❡r♠✐♥é✳
✷✷

 1 0 00 1 0
0 0 1


✭❛✮ P1

 1 0 00 0 1
0 1 0


✭❜✮ P2

 0 1 01 0 0
0 0 1


✭❝✮ P3

 0 0 11 0 0
0 1 0


✭❞✮ P4
 0 1 00 0 1
1 0 0


✭❡✮ P5

 0 0 10 1 0
1 0 0


✭❢✮ P6
❋✐❣✉r❡ ✶✺ ✕ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✸✯✸

 − 1 10 − 1
0 0 −


✭❛✮ H1

 − 1 10 − 0
0 1 −


✭❜✮ H2

 − 0 11 − 1
0 0 −


✭❝✮ H3

 − 1 00 − 0
1 1 −


✭❞✮ H4
 − 0 01 − 1
1 0 −


✭❡✮ H5

 − 0 01 − 0
1 1 −


✭❢✮ H6
❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✕ ▼❛tr✐❝❡s Mσ(H)
❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ à t❡st❡r ❡t ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳
racine
H3 H5 H6 H1 H2 H4
❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✕ ❆r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ {H}
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡ ♣♦✉r
❞ét❡❝t❡r ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ♠♦❞✐✜❡r ♣♦✉r ② ❛❥♦✉t❡r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡ ♥♦✉s
❛✉r♦♥s à tr❛✐t❡r ✭❡♥✈✐r♦♥ ✸✵ s♦♠♠❡ts✮✳ ❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ s✬❛rrêt❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳
✷✸
▲❛ ❣r❛♥❞❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
q✉✬❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❡♥ O(n!)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s♦✉s✲
❣r❛♣❤❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ét✉❞✐és ❡st ❞❡ ✸✵ s♦♠♠❡ts ❛✈❡❝ 30! = 2.65 ∗ 1032✳
❖r ♥✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♥✐ ❧❛ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❞✬❛✉t❛♥t
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✵✯✸✵ ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❣r❛♣❤❡s
♣❧✉s ♣❡t✐ts ✭❥✉sq✉✬à ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✮✱ ❡t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞✉ st❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ✶✺ s♦♠♠❡ts✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❛ss❡③ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❧✇❛r❡ ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡
tr♦♣ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳
✺✳✼ P❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❊♥ ❣❛r❞❛♥t à ❧✬❡s♣r✐t q✉✬✉♥ ❈❋● r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é♠❡ttr❡
❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ ❞✐r❡
q✉❡ ❞❡ t❡❧s ❣r❛♣❤❡s ♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉
❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s♦♠♠❡t
❜ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ● ✭✜❣✉r❡ ✻✭❛✮✮ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉s
❧❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❛r❝s ♦r✐❡♥tés✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❛ ❛✉ ♣❧✉s
❞❡✉① ❛r❝s s♦rt❛♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❈❋● ❞♦♥♥és ✜❣✉r❡
✸✭❛✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❈❋● s✐♠♣❧❡ ✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❖♥ ♥♦t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t ✈ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ●✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s♦♠♠❡ts ❛❞❥❛❝❡♥ts à ✈✱ Av = {w ∈ V, (v, w) ∈ E}✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❯♥ ❈❋● s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ♦r✐❡♥té ✈ér✐✜❛♥t ✿
✕ ■❧ ❛ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ✿
∃p ∈ V, ∀v 6= p ∈ V, ∃e1, e2, ..., ek ∈ E avec ∀i ≤ k, ei = (ui, vi) ✈ér✐✜❛♥t u1 =
p, vk = v, et ∀ 1 ≤ i ≤ k − 1, vi = ui+1.
✕ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❛ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❛r❝s s♦rt❛♥t ✿
∀u ∈ V,Card{(u, v) ∈ E, v ∈ V } ≤ 2.
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs
❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t ✭s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✮ ❞✉
❈❋● s✐♠♣❧❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✉t✐❧❡ à ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❏✬❛✐ r❡♣r✐s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚❛r❥❛♥ ❬✷✶❪ ❡t ❧✬❛✐ ♠♦❞✐✜é ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ❛r❜r❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t ♠❛✐s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥str✉✐t❡ s♦✐t
✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥st✐t✉é
❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛r❝s✱ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s E1 ❡t E2 ❞✐st✐♥❝ts✱ ❞♦♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t
❞♦♥♥é ❡♥ ❡♥tré❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❖♥ ♥✉♠ér♦t❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡♥t✐❡r ✶✳ P✉✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ t♦✉s s❡s
✜❧s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❥à ♥✉♠ér♦tés✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ♥♦r♠❛❧❡
✭E1✮ ❡t ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❡ ✜❧s✳ P♦✉r ❧❡s ✜❧s ❞é❥à ♥✉♠ér♦tés✱ ♦♥
❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✭E2✮ ❡t ♦♥ s✬❛rrêt❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❞ét❛✐❧❧é ✜❣✉r❡ ✶✽✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Ts(G) ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛r❝s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ s♦♠♠❡t s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ●✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ● ❞♦♥♥é à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✾✭❛✮ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t ❜✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Tb(G)
❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✶✾✭❜✮✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Ti(G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ● s✐
❧✬♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞ s❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛r❝s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ●✳
✷✹
❙♦✐t ✐❂✵
❙♦✐t ❚ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ t❡❧ q✉❡ VT = VG ❡t ET = ∅✳
❙♦✐t ◆ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ s✉r VT ✳
❉❋❙✭s✮✳
r❡t✉r♥ ❚✱ ◆✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ❉❋❙✭✈✮ ✿
✐✰✰ ❀
◆✭✈✮❂✐ ❀
∀w ∈ AG(v)✱
❙✐ ✇ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♥✉♠ér♦té ✭N(w) = 0✮
❆ss♦❝✐❡r ✈ ❡t ✇ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✿ ET,1 = ET,1 ∪ (v, w) ❀
❉❋❙✭✇✮ ❀
❙✐ ✇ ❡st ❞é❥à ♥✉♠ér♦té ✭N(w) 6= 0✮
❆ss♦❝✐❡r ✈ ❡t ✇ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ✿ ET,2 = ET,2 ∪ (v, w) ❀
❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞✉
s♦♠♠❡t s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ●
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✬❡①♣❧✐q✉❡ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙♦✐t H = Ti(G)✳ ▲❡s
❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❡ s♦♠♠❡t ✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞♦♥❝
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ● s❡r♦♥t ❛tt❡✐♥ts✳ ◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t
❧✬❛r❝ e = (v1, v2) ∈ EG✱ v1 ❡st ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t v1 ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à
v2 ❞♦♥❝ s♦✐t e ∈ EH,1 s♦✐t e ∈ EH,2✳ ❉♦♥❝ e ∈ EH,1 ∪ EH,2✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❞✉
❣r❛♣❤❡ ● s♦♥t ❞❛♥s s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t s✐ ✉♥ ❛r❝ e = (w1, w2) ❡st
❞❛♥s EH,1 ♦✉ EH,2✱ ❝✬❡st q✉❡ w1 ❡t w2 s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ●✱ ❞♦♥❝ e ∈ EG✳ ❖♥
❛ ❜✐❡♥ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛r❝s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ● ❡t (VH , EH,1 ∪ EH,2) ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❝s✳ ■❧s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t ● ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t ✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ●✳ ◆♦t♦♥s H = Ti(G)✳
▲❡s ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ● ❡t (VH , EH,1 ∪ EH,2) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Ti(G) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❞✬❛r❝s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✐ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ● ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ● s✐
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛r❝ (i, j) ∈ E s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❡ s♦♠♠❡t ❥ ❡st ✉♥ ✜❧s ❞✉ s♦♠♠❡t ✐ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❚❛r❥❛♥ ❬✷✶❪✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t ● ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t ✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ●✳ ◆♦t♦♥s H = Ti(G)✳
▲❡ ❣r❛♣❤❡ (VH , EH,1) ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ●✳
▲❡ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s
❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Ti(G1) ❡t Tj(G2)
s♦♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ◆ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❙✐ G1 ❡t G2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G1
❡t ❝❡✉① ❞❡ G2✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✐ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ G1 ❡t j = σ(i)✱ ♦♥ ❛✉r❛ Ti(G1) =
Tj(G2)✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ i ❡t j t❡❧s q✉❡ Ti(G1) = Tj(G2) ❛✈❡❝ ✐ ❡t ❥ ♣♦✐♥ts
✷✺
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b
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✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ●
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✭❜✮ Tb(G)
❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✕ ●r❛♣❤❡ ● ❡t s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Tb(G) ❛✈❡❝ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠✲
♠❡ts
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ G1 ❡t G2✳ ❖♥ ❛✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ (VH , EH,1 ∪ EH,2)
✐s♦♠♦r♣❤❡ à G1 ❛✈❡❝ H = Ti(G1)✳ ❖r Ti(G1) = Tj(G2) ❞♦♥❝ (VH , EH,1 ∪EH,2)
❡st ✐s♦r♠♦♣❤❡ à G1 ❛✈❡❝ H = Tj(G2)✳ ■❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t (VH , EH,1 ∪ EH,2) ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à G2 ❛✈❡❝ H = Tj(G2)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❝❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s
❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ q✉❡ G1 ❡t G2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐t G1 ❡t G2 ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛②❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
✕ ∃ i, j ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ G1 ❡t G2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✴ Ti(G1) = Tj(G2)
✕ G1 ❡t G2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢♦r♠✉❧❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬❡♥tré❡✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t ❡st ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✬❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❡r s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♥✉♠ér♦tés ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
P♦✉r s❛✈♦✐r s✐ G1 ❡t G2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r
i ∈ VG1 ❡t j ∈ VG2 ❛✈❡❝ ✐ ❡t ❥ ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡ t❡❧s q✉❡ Ti(G1) = Tj(G2)✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧
❝♦✉♣❧❡ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs G1 ❡t G2 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ✜❣✉r❡ ✷✵✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡
é✈❛❧✉é❡✳ ❊❧❧❡ ❛rr✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G1 ❡t G2 s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ◆♦t♦♥s ♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts✳ ■❧s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝❛r ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ❝♦♥✲
s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s Ti(G1) ❡t Tj(G2) ❛ été ❢❛✐t ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡
✷✻
❋♦♥❝t✐♦♥ ■s♦✭G1✱ G2✮ ✿
∀i ∈VG1 ✱
❉ét❡r♠✐♥❡r Ti(G1)
❙✐ ✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ G1 ✿
∀j ∈VG2 ✱
❉ét❡r♠✐♥❡r Tj(G2)
❙✐ ❥ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ G2 ✿
❙✐ Ti(G1) = Tj(G2)✱ r❡t✉r♥ tr✉❡
r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡
❋✐❣✉r❡ ✷✵ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✷✯♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❢❛✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞✉ ❣r❛♣❤❡ à ❝❤❛q✉❡
❢♦✐s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❛tt❡✐♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✷ ❛r❝s à ❛❥♦✉t❡r ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ s♦rt✐❡
❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❞✬✉♥ ❈❋● s✐♠♣❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✷✳♥ ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ O(n2)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ✐ ❞❡
G1✱ ✐❧ ❛ ♥ s♦♠♠❡ts ❥ ❞❡ G2 ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❢❛✉t t❡st❡r ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t
q✉✬✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ n2 ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s à ❢❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ❝❡s ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥s s❡ ❢♦♥t ❡♥ O(n2) ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
t❡st ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ O(n2) +O(n4)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ O(n4)✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣r✐s❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❡st ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❈❋● s✐♠♣❧❡s ✭❣r❛♣❤❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡✱ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
❡st ❛✉ ♣❧✉s ❛ss♦❝✐é à ❞❡✉① ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡❧
❛✉① ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✺✳✽ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❛r ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ② r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ♠❛❧✇❛r❡ ❛♥❛❧②sé✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s✳ ▲❡s ❈❋● s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ tr❛♥❢♦r♠és
❡♥ ❛r❜r❡s✱ ❡t ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s ♣❡r♠❡ttr❛ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ét✉❞✐és ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ❈❋● s✐♠♣❧❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✮✳
✺✳✽✳✶ ❉❡s ❈❋● ❛✉① ❛r❜r❡s
❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥ ♠♦t s✉r {1, 2}∗✱ ε ❡st ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐❞❡✳ ❙♦✐t ❧✬♦r❞r❡ < ❞é✜♥✐
s✉r {1, 2}∗ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ♣♦✉r ρ, τ ∈ {1, 2}∗ ❡t i ∈ {1, 2} ✿
✕ ρ1 < ρ2
✕ ρ < ρi
✕ ρ < τ ⇒ ρρ′ < ττ ′✳
❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ d ⊂ {1, 2}∗ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ ∈ {1, 2}∗
❡t i ∈ {1, 2}✱ ♦♥ ❛✐t ρi ∈ d⇒ ρ ∈ d✳
✷✼
❙♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s F = {inst, jmp, call, jcc, ret} ∪ {1, 2}∗✳ ❖♥ ❝♦♥✲
s✐❞èr❡ ✉♥ ❛r❜r❡ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ t = (d(t), tˆ)
❛✈❡❝ ❞✭t✮ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛r❜r❡ ❡t tˆ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ d(t) ❞❛♥s F✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r
q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❛ ❞❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡ ❈❋● ♦✉ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ♦✉ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ✈❡rs
✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
❙♦✐t d˙(t) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ t✳ d˙(t) = {ρ ∈ d(t), tˆ(ρ) ∈
{inst, jmp, call, jcc, ret}}✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♥÷✉❞s ❞♦♥t ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❡st ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❯♥ ❛r❜r❡ t ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é s✐ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ρ, τ ∈
d(t)✱ (tˆ(τ) = ρ)⇒ (ρ ∈ d˙(t) ❡t ρ ≤ τ)✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✐♠♣♦s❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ q✉❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✐♥t❡
✈❡rs ✉♥ ♥÷✉❞ ✐♥t❡r♥❡✱ ❡t ✐♥t❡r❞✐t q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ✈❡rs ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♣♦✐♥t❡ s♦✐t ✉♥
♣ré❝é❞❡ss❡✉r✱ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❈❋●✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❋● s✐♠♣❧❡ ● ❡♥ ❛r❜r❡ ❜✐❡♥
❢♦r♠é ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Ti(G) ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✶✽ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ✐ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ●✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s❡r✈❡r
❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❛r❜r❡ r❡❝♦✉✈r❛♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞✬❛r❝s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ q✉❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛
♣♦✉r ❝❤❡♠✐♥ ε✱ q✉❡ ❧❡ ✜❧s ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞✬❛r✐té ✷ ❞♦♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ρ ❛
♣♦✉r ❝❤❡♠✐♥ ρ1 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✜❧s ❞r♦✐t ❞✉ s♦♠♠❡t ρ ❛ ♣♦✉r ❝❤❡♠✐♥ ρ2✳ ❙✐ ✉♥
s♦♠♠❡t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ρ ♥✬❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✜❧s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝❤❡♠✐♥ ρ1✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ❞✬❛r❝s s❡r❛ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❝❤❡♠✐♥ s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐
(u, v) ∈ EG, 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ s♦♠♠❡t ✇ ❞❡ t②♣❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❡st ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ✈ ❞❛♥s ●✳ ✇ ❡st ♣❧❛❝é ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ● ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ✜❧s ❞✉
s♦♠♠❡t ✉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✷✶✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ● ❡st ❞♦♥♥é ❛✈❡❝ s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✉ s♦♠♠❡t ❥❝❝ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❋● à ✉♥ ❛r❜r❡ ❡✛❡❝t✉é✱ ✐❧ ✈❛ êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡
❝♦♥♥✉s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❡♥❡r à ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥✳
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✭❜✮ Ti(G) ♦ù ✐ ❡st ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
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✭❝✮ ❆r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é
❋✐❣✉r❡ ✷✶ ✕ ❈❋● ●✱ s❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❡t s❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é
✷✾
✺✳✽✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❬✷✷❪ ❡t ❧❡s
rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ❡♥ s♦♥t ❡①tr❛✐ts✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s ✜♥✐ ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ A = (Q,F,Qf ,∆)✱ ♦ù
Q ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✱ F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✱ Qf ⊂ Q ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✜♥❛✉① ❡t ∆ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
a(q1...qi)→ q ❛✈❡❝ a ∈ F ❛②❛♥t ✐ s✉❝❝❡ss❡✉rs✱ ❡t q, q1, ..., qi ∈ Q✳
❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❢❛✐t❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥ ét❛t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s✱
♣✉✐s ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡♠♦♥t❡r ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❙✐ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❞❛♥s
✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ r❡❝♦♥♥❛ît ❧✬❛r❜r❡✳ P♦✉r ✉♥
❛r❜r❡ t ❛②❛♥t |t| ♥÷✉❞s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦✐t O(|t|)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡
❞✬❛r❜r❡s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ t✉♣❧❡ (Q,F,Qf ,∆)✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♥❡ r❡❝♦♥♥❛ît q✉✬✉♥
❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✸ ♦ù ✐❧ ❡st
❞❛♥s s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉✐s s✉❜✐t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ét❛t✱ ét❛t ✜♥❛❧ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡✳
▲❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛❜r❡s ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ■❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ❡①❛❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ O(n) ♦ù n ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ❛✉t♦♠❛t❡s A ❡t A′
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s r❡❝♦♥♥✉s
♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉t♦♠❛t❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(|A′|) ♦ù |A′| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ A′✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹ s✉r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s
♠✐♥✐♠❛✉①✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❈❡t ❛✉t♦♠❛t❡
❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡✱ ❞♦♥♥és s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬❛r❜r❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜❧✐té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭t❡♠♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❡st ❝réé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡ ❛♥❛❧②sés✳ ▲✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ P♦✉r ✉♥ ❈❋● s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
s❝❛♥♥❡r✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é
♣♦ss✐❜❧❡s ✭✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ❈❋●✮✳ ❖♥ t❡♥t❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❜❛s❡✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s
❛r❜r❡s ❡st r❡❝♦♥♥✉✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛♥❛❧②sé ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛❧✇❛r❡✱ ❡t
❧✬♦♥ ♣❡✉t s❛✈♦✐r ❛✈❡❝ q✉❡❧✭s✮ ♠❛❧✇❛r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✐❧ ❛ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✭s❡❧♦♥
❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡✮✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s ♥✬❡st r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r
❧✬❛✉t♦♠❛t❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s❛✐♥✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❡st
s♦✉s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡
✜❧s ❞✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣èr❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❍ ❞❡ ● ❞ét❡❝tés s♦♥t ❝❡✉① ✈ér✐✜❛♥t T in = {i} ❛✈❡❝ ✐ ♣♦✐♥t
✸✵
Q = {q1, q2, q3, q4, q5, q6}
Qf = {q6}
F = ④✐♥st✱ ❥♠♣✱ r❡t⑥ ∪{1, 2}∗
✭❛✮ ➱t❛ts ❡t s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡
✭✶✮ ret→ q1
✭✷✮ 1→ q2
✭✸✮ inst→ q3
✭✹✮ jcc(q2, q3)→ q4
✭✺✮ call(q2, q4)→ q5
✭✻✮ jcc(q1, q5)→ q6
✭❜✮ ❘è❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✷ ✕ ❆✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛r❜r❡
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❍ ❡t T out = ∅✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡s ❞ét❡❝tés✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✈♦✐r ❞é❥à ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛ss❡③ ❡✣❝❛❝❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s s❡ ❢❛✐t ❡♥ O(k ∗ n) ♦ù ❦ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡t ♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à r❡❝♦♥♥❛îtr❡
❬✷✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❝❡tt❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛✉ ♣✐r❡ O(k ∗ n2)✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s q✉✐ ♦♥t s❡r✈✐ à ❧❡
❝♦♥str✉✐r❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ P♦✉r t♦✉t ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s A q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❛r❜r❡s
L✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♥ t❡♠♣s q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ s♦✐t O(|A|2)✱ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡s
Amin q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t r❡❝♦♥♥❛ît L✳
✸✶
❋✐❣✉r❡ ✷✸ ✕ ❆r❜r❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❡t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r s❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r
❧✬❛✉t♦♠❛t❡
call
jcc
ret
jcc
inst
1
1
call
jcc
q1
jcc
inst
1
1
call
jcc
q1
jcc
inst
q2
q2
call
jcc
q1
jcc
q3
q2
q2
call
q4
q1
jcc
q2
q5q1
jcc
q6
(1) (2) (3)
(4) (5) (6)
✸✷
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❝❡ q✉✬ét❛✐t ✉♥ ♠❛❧✇❛r❡✱ ♦✉ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥ts✳
❯♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❡t ❛ ❡①♣♦sé ❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❊♥tr❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉r❡♠❡♥t
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ s❡♠❜❧❡
♣r♦♠❡tt❡✉s❡✳
❆✜♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s♦❝❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❧✉s ét❛②é✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ét❡❝t❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡❧♦♥ ❝❡
q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡❝t❡r✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡r♦♥t ❛❞❛♣tés t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♥❡
♣❡r♠❡ttr♦♥t ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♦✉ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ✐❧
❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ tâ❝❤❡✱
❡t ❧❡s ❛♥❛❧②s❡r s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s
❣r❛♣❤❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❡t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❞❡s
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡s ✭t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❡t s♣❛t✐❛❧❡s✮ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s t❡sts s✉r ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡ ré❡❧s ❡st
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